7. Térbeli feladatok megoldasa izoparametrikus elemekkel

Térbeli feladat: A test (alkatrész) alakjara (geometridjara) és terhelésére nézve nincs semmilyen korlatozo felté-

telezés.
7.1. Osszefoglalé ismétlés

Elmozdulasmez6: U=UE, +VE, +WE,.

Alakvaltozasi allapot / alakvaltozasi tenzor:

Fesziiltségi allapot / fesziiltségi tenzor:

A rugalmassagtani egyenletek:

a kinematikai egyenletek:

Elmozdulas koordinatdk: u=u(x,y,z),

[A(xy.2)]=|%

- az egyensulyi egyenletek: E-V+E|:6,
- aHooke toérvény: F =2G(A+ Av :
= = 1-2v
- aperemfeltételek: - kinematikai: (A,) u=u,,
- dinamikai:  (A,) F-n=p,.

7.2. Hexaéder elem — leképezés, alakfiiggvények

Leképezés:

x(&m.¢) Zh £M,5)x

N

y(&m.0) Zh. EMC) Vi

i=
N

z(£m,6) Zh.anc

N=20 az elem csomopontjainak

szama.
X

Alakfliggvények:

h(&m.8)=

- a felezdpontokban (i

v=v(xY,2),
w=w(x,y,z).

€y lyx EY
2% 2@

1 1

2ny €y Esz

1 1

o7 gt o

Oy Ty Tx

Tyx Oy Ty

| Tw Ty O

- a sarokpontokban (i=1, 3, 5, 7, 13, 15, 17, 19),

(1+§§|)(l+ﬂﬂi)(l+§§i)(f"§i +N1+4 G _2),

=2, 4,6, 8 9 10, 11, 12, 14, 16, 18, 20),

h(Em¢) =5+ &) Mrnm )L+ e ) 1-(Em e ) ~(En6) ~(Gne) .
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Degeneracio: a hexaéder elemben egyes oldalak hosszisagat zérusra csokkentjik =  csomodpontok esnek
egybe.

7.3. Pentaéder elem — leképezés, alakfiiggvények
19

Alakfiiggvények:
Az alakfliggvények a pentaéder elem abran korrel jeldlt csomopontjaiban valtoznak meg.
h =h +h, +h;, hy =hg +hy,, hip =g + 1y + g,
h; =h,, hg =hy, hy = hye,
hy =hg + Ahy, hg =hy,, hi, = +Ahs,,
hy =hs —2Ah,,, his =hig —2Ahy,,
hg =M, +Ahy, hiy = hyg + Ahy,,
hs =he, his = hyp.

h (i=12...,20) a hexaéder elem alakfliggvényei.
Korrekceios alakfiiggvények: — Ahy, = %(1— ¢ )(l— £2 )(1— n? ) ,
1
Ah,, = E(l+ O)(1-&)(1-n*).

Tovabbi degenerdcio: a ¢ =-1 oldalfeliilet zérusra csokkentése.

U

azl,2,... 6 csomopontok egybeesnek.

7.4. Tetraéder elem — leképezések, alakfiiggvények

Alakfiiggvények:
Az alakfiiggvények a tetraéder elem abran korrel jel6lt csomopontjaiban valtoznak meg.
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8

hl* Zh,, hg:hl.G_ZAhlz’

hy =hg +hy, hy =hy, +Ahy, + Ah,, +0,5(1+ ¢ ) Ahy,,
hy =hy, hy =hyg —2Ahy, —(1+¢ ) Ahy,,

hy =My, hy =hyg + Ah,, +Ahy, +0,5(1+ ¢)Ahy,,
hg =My +hyy +hys + Ahyy + AR, hyg =hy, — 2Ahy,.

=12, .., 20) a hexaéder elem alakfliggvényei.

Korrekcios alakfiiggvények:
Ahy, =

(1 ‘f)(l n )(1_52)’ Ahzzzi(1+§)(l_ﬂz)(1—§2),

Ay =561+ §)(1-7")(1-67), Mg = (1) (1-£°) 1 7).

Degeneracios eljaras elonye: a hexaéder elemre levezetett 6sszefiiggések alkalmazhatok.

Kiilonbség a harom elem kozott:

Hexaéder: N =20,
- Mas a csomépontok szama: Pentaéder: N =15,
Tetraéder: N =10.

- Mésok az alakfiiggvények: h(&,17,) = h'(&En,<).

7.5. Az elemek merevségi matrixa

Elem geometridja lehet: hexaéder, pentaéder, tetraéder.
Az elem csomoponti elmozdulasvektora:

(@) (@

Az elmozdulasmez6 kozelitése:

=)

N
u(&m.¢)=2 h(&me)u,
';1 20 hexaéder esetén,
v(&n$)=D h(&n ), ¢ N =115 pentaéder esetén,
o 10 tetraéder esetén.
w(&m.¢)=2 0 (Em.¢)w
i=1
u®(&n,8)=A(En,8) o°
Az elmozdulasmezo kozelitése matrix alakban: = (5 7 é’) = (é: 7 g) S
(3x1) (3x3N)  (3Nx1)
u(én¢)
Az elmozdulasmez6 koordinatai: ge (g‘ /N ) = V(f )
w(&,1,$)
h 0 0:h, 0 O i hy O
Az approximacios matrix: 5(4’,77,4’)= 0O h O E 0 h, OE E 0 hy
0 0 hi0 0 ht 10 0
Az alakvaltozasi vektor: (ge )T =(£e)T (§=U7§)=[8x & & Ty Ty yxz:|
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£(Em¢)=| DF A(&m¢)| o =B (&md)

Kozelitése matrix alakban: =

(6x1) (6x3) (3x3N) (3Nx1) (6x3N) (3Nx1)
9 0 O
OX
0 9 0
oy
0o o Z|[uEne)]
A derivalasi utasitasok részletesen kiirva: g =Du"= P o v(&m.<)
— — 0
oy ox w(&.n.<)
0o & 2
oz oy
9 4 9
| 0z OX |
Az alakvaltozasok és a csomdponti elmozdulasok kdzotti kapcsolatot megadd matrix:
b, 0 0 b, 0 0} 1
0 b, O E E 0 b, O E
0 0 by 10 0 Dby
B* (& &) =|---------- R — e (i=1,2,..,N
- by by Oi ibzi by Oi
0 b31 b21: : 0 b3i b2i:
_b31 0 bll: : b3i O b2i : a
by =—= R1 R1
1 é on 4’
A matrix elemeinek kiszadmitasa: b, = a—h' =R on +R o +R o

Ty T e e, T e
oh, oh, oh, oh

i =— =Ry — 4Ry —+Ry; —.
3i az 3185 32877 336§

R; - aleképezés inverz Jakobi matrixanak elemei.

Ry R Ry
Az inverz Jakobi matrix: [ J 71] =Ry R, Ryl
R31 R32 R33
r 7 [N N N
x oy al [$a, $h S ]
o0& o0& o& iz 05 T o0& i 05
N N N
A Jakobi matrix kiszamitdsa: | J |= LSO R A I b L B X, Za—h‘ y, o, 2
=1 |0on on on| |FTon FHon o FHon
K o N ] N N ]
x oy a oh y Zﬁ_h.yl o,
|0¢ o¢ o¢] [Fog  FHogT Tog |
A . J b yt . J,l adelj J(§ é/)
Z 1nverz Jacobl matrix: L= , =
U det J\ =—=eh

A fesziiltségi vektor és kozelitése:
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(6x1) (6><6) (6x1)
¢, ¢, ¢c'0 0 O]
c, C G , 0 0 O
A allandok matri C*(&m.¢) & & %10 0.0
z anyagallandok matrixa: 0,8 )= -
vag = el 0 0 0'c
0 0 O E Cq
|0 0 0 Co |
Izotr6p anyag esetén (Hooke torvény) az anyagallandok matrixanak elemei:
01:02=C3=E1_—V C,=C;=C, = 4 C,=C=C,=G=E 1

: E——r
(1-2v)(1+v) (1-2v)(1+v)
Ortotrop anyag esetén, ha X, Y, z anyagi foirany:

1-v v 1-v v 1-v v

Cl_ yz Zy' Cz_ Xz zx, C3= Xy yx,
E,E,A E.E,A E.E,A
C = V + Vszzx — Vz><+Vy><sz C. = V + nysz
© E,EA ° EEA’ ° EXEZA ’
(1 ViV ViV = ViVax = 2VVy Vi ) / (EXEyEZ ),
C7 :Gyz’ CB :ze7 C9 :ny'

Az elem merevségi matrixa az X, y, Z koordinata-rendszerben:  K* = I [Ee (&, {)]T C°B*(&.1m,¢)dv
(ve)
(60x60) hexaéder esetén,
A merevségi matrix mérete: { (45x 45) pentaéder esetén,
(30x30) tertaéder esetén.

Az integralas elvégzéséhez attérés a &,7,{ valtozatokra:

1

NI :nq]gg (end)dedldzdnd = [ [ [ K (Gnd)dednac.

E=—1n=-1¢=-1 E=—1n=-14=-1
Az integrandusz blokkokra bontasa:
% ek K
=11 =1j =IN
e
k® = koo ﬁij ok a matrix tetszéleges blokkja: =1 .
. . (3x3)
K o k-
L =N1 =Nj =NN |
e e U
Az elem merevségi matrixa szimmetrikus: ﬁij = (Eij ) .
Az egyes blokkok altalaban nem szimmetrikusak: (k; )pq # (53 ) (kiveétel i=j).

qp

Az integrandusz tetszOleges blokkjanak kiszamitasa izotrop anyag esetén:
Jelolés: ¢, =c,=c,=d,;,, C,=¢,=C,=d,, C,=C;=C,=0d,.
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(5: )11 ( 1b11 +b2id2b2j +b3id3b3j )det‘i‘v (EJ )31 :(b3id2blj +b1id3bsj)det‘i"

), (0, +map, ot ), (o, by, ]

(K0). = (0udby; by, )cet]3] (k). =(bydiby, +by by, + b,y )det[3].

(53)21 (bydyby; +by b, )det]d],

(53)22 (bydyb,,; +bydhy; + by, )det|d],

(5])23 = (byd,by; + by b, )det|J].
111 M M M

A merevségi matrix numerikus kiszamitésa: K* jjjﬁedﬁdndg ~ ZZZWIW w, K (5, ,nj,g“k)
AR} k=1 j=1 i=1

M a Gauss-féle integracios pontok szama,
&.1;,¢, a Gauss pontok helykoordinatai,

W,W; W, a Gauss-féle integracios sulytényezok.

Pontossdg: az M talppontu Gauss-féle kvadratura az (2M —1) -edfoku polinom integranduszig bezarélag pontos
értéket szolgaltat.

7.6. Az elemek térfogati er6kbol szarmazo csomoponti terhelésvektora az x,y,z koordinata-
rendszerben

T
€= e _
=q .[ |:é (X’ y,Z):| S(X1 y,Z)dV
(V)
(3nx3) (31)

q(x,y,z) - a térfogati terhelés stirlisége — ismert terhelés, V¢ az elem térfogata.

Pl.: az tengely koriili forgasbol szarmazé terhelés esetén: a(x,y,z)= pa’lyl,
0

ahol p - atomegsliriiség, w - szogsebesség.

Attérés a &,1,¢ valtozokra:

f Hj[ (&m¢)] a(gm¢)det]3dsdnds = Hj (& ¢)dgdndl

=9 elaptacia Eedp=—1¢=1"

T T T
Az integrandusz blokkokra bontasa: ((pe) :{((p ) (gp )
q q1 q2

x(&m¢
Az intergrandusz i jelii blokkja: 9 =P det‘J‘h &) y(End)|.
0
1 1 1 M M M
A terhelésvektor numerikus kiszamitasa: fe J. J‘ I p°dédnds =D > > ww,w, ¢° (gﬁ,nj,g“k).
=0 flapiagiaTe k=1 j=1 i=1 =
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7.7. Az elemek feliileti er6kbdl szarmazo csomoponti terhelésvektora az X,y,z koordinata-
rendszerben

) T
fe I [é } p(x,y,z)dA,
ahol AS - az elem terhelt oldalfeliilete, p(X,Y,z) - a feliileti terhelés siirtiségvektora

A€

A - a terhelt oldalfeliiletre lokalizalt approximacios matrix,

Feltételezés: a feliileti terhelés az elem ¢ =1 feliiletén mitkodik.

Az elemhez kotott lokalis csomdponti sorszamozas A feliilethez kotott lokalis csomoéponti sorszamozas

Ziklg 12

Az elem ¢ =1 feliletének paraméteres egyenlete:

A { =1 feliiletre lokalizalt alakfﬁggvények / approximacios fiiggvények:

hy(£7)=hs (¢ =1), h(&m)=hy(¢ =1),
hy (&) =My (¢ =1), (&) =hg (¢ =1),
(&) =h, (¢ =1), v (&m)=h, (¢ =1),
1, (&) =hy (¢ =1), hy (&) =hy (¢ =1)

Feltételezés: a feliileti terhelés ismert nyomas p ( X, Y, Z) =—p ( X, Y, Z) n
p(X, Y, Z) - nyomas eloszlas, ﬁ(X, Y, Z) - a testbdl kifelé mutaté normalis egységvektor.
A feliileti normalis eldallitasa:

&,n -a ¢ =1 feliileten vett gérbe vonal koordinatak,
&,n - matematikai szempontbdl paraméterek.

A ¢ =1 feliilet tetszéleges P pontjanak helyvektora:
r=x(&n)e +y(5n)g +2(Sm)e,
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A feliilet tetsz6leges P pontjaban a &£,77 koordinatavonalak érintdvektorai:
. or . or

=—, =—, a,|=1, |a,|#1, mert &, nem ivhossz
a=%e %5 & =1, |a| En
Az érintovektorok kiszamitasa:
. &oh 8 oh 8, oh 8. oh, oh
—Lz€ , —X€, + ) —VYE + —ze
T 852 RAR T e Z TR
Jelolés: éizalxéx+a1yéy +4a,F€,, d, =a,€ +a, € +3a,¢,.

A vektorialis feliiletelem:
dA = [51 X aZ]det‘i‘ dffd?] = |:(a1ya22 - a:l.zaZy )éx + (aiza2x —a,a,, )éy + (aivay - a:I.yaZx )éz ]det‘i‘ d §d77 :

A skalaris feliiletelem: dA= \dl\\

A feliilet normalis egységvektora: n= A = H[dA=dA.

A feliileti nyomasbol szarmazo csomoponti terhelésvektor:

= [ [[AEn] pEm@xa)elazn=—] [ ¢ (&noza.

n=—1&=-1 g=-1n=-1"

A feliiletre lokalizalt approximacios matrix

h 0 0:h, O O ih, 0 0
=A(§,77)= 0 ﬁl 050 ﬁz Oi iO I:IB 0 | , mérete: (24x3).
0 0 h:0 0 h, 10 0 h

T T T T
Az integrandusz blokkolasa: (goe) =[(¢> ) (go ) ((p )
=p Zp1) \=p2 =ps
. aiyaZZ _aizaZy
Az i jelii blokk: ¢° = p(&,n)h (&7)| 8,8, —a,a,, | det|J].
=pl -
alvay _alyaZX

1 1
A terhelésvektor numerikus kiszamitasa: iep I .[ z) (&m)dédn ~ ZZ JQZ (fi,ﬂj).
- ——1&=— - j=1i=1 -
Megjegyzések:
- A feliileti terhelésbdl szarmazo csomodponti terhelésvektor mérete csak (24x1), vagy (18x1), attol fiiggden,
hogy négyszog, vagy haromszog oldalrdl van szo.
Ezeket a zérustol kiilonboz6 koordinatakat kell az elem (3Nx1)-es csomoponti terhelésvektoranak megfeleld
helyeire berakni.

- A feliileti normalis iranyat mindig a feliilethez kotott lokalis csomoponti sorszdmozas hatarozza meg
(jobbkéz szabaly!).
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7.8. Feliileti rugalmas agyazas figyelembevétele

Modellezés: rugalmas agyazassal lehet figyelembe venni mas rugalmas testeknek a vizsgalt testre gyakorolt
hatésat.

Rugalmas agyazas: a testre nézve olyan feliileti terhelést jelent, amelynek stirlisége / nagysaga aranyos a feliilet

pontjainak elmozdulésaval.

Feltételezés:

- azagyazo kozeg linedrisan rugalmas

- avizsgalt test és az agyazo kozeg kozott kétoldalu kapcesolat van (nem lehetséges elvalas)

- az agyazésnal fellépd erd (feliileti terhelés) és elmozdulas k6zott homogén, linearis fiiggvénykapcsolat van.

p°(x,y,2)=C_u®(xy,z).
=r =rI =

A rugalmas dgyazasbol szarmaz¢ feliileti terhelés:

(341) (33)  (34)
c, 0 O
A rugo6allandok matrixa: €=/0wz¢c O
o o0 ¢
C., C,, C, - a felilet P pontjahoz kapcsolodd X,y €s z irany( rugok rugdallandoi.

A 7° potencidlis energia a rugalmas agyazasnal fellépd er6k munkajaval boviil: = I (u ) p,dA.

A’ - az elem rugalmasan agyazott feliilete.

Approximacié utan: —% _[ (ge)T=prdA— ,[ ( ) C udA= 1(ﬂe)T e
(%) (#) (%)

Az elem rugalmas 4gyazasbol szdrmaz6 merevségi matrixa: = I [ X Y,z J C, =A(X Y, z)d
(%)

crcr

Az elmozdulasmez6 kozelitése a é’ 1 feliiletén:

Zh s,

v(&m)=2h (Em)v,
w(gm) =2 0 (&m)w.
Attérés a &, véltozokra: ﬁi = I I [ée(f,n)]T grée(f,n)dA
n=-1&=-1

Az elemi feliilet: dA=[(a,a,, - aizazy)2 + (B8, — 858, ) + (8,8, —aya, )2 det|J|d&dy .
1

Jeloles: K = | j ke det|d|dédn, mérete: (24x24).

E=-1p=-1
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k k ... k T

=1 =1 Z1g
Az integrandusz blokkolasa: 5? =|=n =2 =2
Ky Ky o Ky
heh, 0 0
Az integrandusz tetsz6leges blokkja: (5” )i = 0 ﬁic ﬁj 0

7.9. Peremfeltételek figyelembevétele térbeli feladatoknal

a) Egy csomopont megfogdsa: gdmbcesuklos megtamasztas.
A megfogott pontban koncentralt tdmasztoerd 1ép fel.

Térbeli faladatoknal a koncentralt terhelés fesziiltségkoncentraciot okoz, az eré tamadaspontjanak kornyeze-
tében.

A koncentralt terhelés térbeli faladatoknal nem realisztikus.
Koncentralt erd, gobmbesuklo — lehetdleg keriilni kell.

b) A test egy feliiletének befogasa / befalazdsa (a feliilet minden csomdpontjanak megfogasa):
Példa: befogott lemez szamitasa térbeli elemekkel.

YA VA
D
Av” D C
» z //iﬁ » X
A 4 B
A
,x A ABCD feliiletet mereven megfogjuk.
ZAC
J
u(x,y)=0, v(x,y)=0, w(x,y)=0.
z A feliileten / lapon 1évé pontok nem mozdulhatnak el.
D
A mereyv feliileten lev tetszéleges P pontban a mechanikai allapotok:
u=0, = a—uza—uzo, de a—u;«éO,
ox oy 0z
v=0, = ﬂzﬂzo, de @;ﬁo,
oX oy 0z
w=0, = 6J—W:@:O, de a—W;«tO.
ox oy oz

A merev feliileten levo tetszdleges P pontban az alakvaltozasi allapot:
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ou ou ov " 1
x — =Y xy:_+_:O’ 0 0 g
OX oy oX /X
gy:ﬂzo, Xz_a—u+a—W¢0, |:A i|= 0 0 l7/yz
oy 0z OX =r 2
ow ou  ow 1 1
& =—¢0, Z=—+—¢0. Y F7x &,
ooz T =5 L2 2"" _
A merev feliileten levé tetsz6leges P pontban a fesziiltségi allapot:
5:2@(é+ VA; ij’ A =z,
o, =2G Y g,
1-2v 7, =0,
O'yZZG Y g, = GX:O-YZLO-Z Ty nyz’
1-2v 1-v G
— T 74 = }/ z
o, =26V ¢ S
1-2
JX 0 Xz
A mereyv feliileten lev tetszéleges P pontban a fesziiltségi tenzor: [Ep} =0 o, 7,
T sz g,
Legyen a P pont az AB egyenesen!
Dinamikai peremfeltétel az also feliileten:
p, =0. 7, =0,
Oy = 0,} Ez ellentmondasban van a kinematikai el6irasokbol kapott eredményekkel.
7,, =0.

A feliilet befalazasanak kinematikai eldirasai a feliilet sz&€1én ellentmondasra vezetnek és a fesziiltségi koordina-
tak k6zotti kapcsolat sem konnyen értelmezhet6k.

Térbeli feladatoknal ezért a feliilet befalazasat lehet6leg kertilni kell.
Redlisabb modellezés: a kinematikai peremfeltételek helyett rugalmas agyazas alkalmazasa.
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